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En un problema de emparejamiento bilateral uno-a-uno existen dos grupos finitos de individuos
M y W. Cada individuo en un grupo tiene preferencias estrictas, completas y transitivas por los
miembros del otro grupo. Asi, cada individuo m € M es caracterizado por un ranking R(m) de
W U {m}. Andlogamente, las preferencias de cada individuo w € W son representadas por un
ranking R(w) de M U {w}.

Un emparejamiento es dado por una funcién p : M UW — M UW tal que, para cada par
(m,w) € M x W, se cumplen las siguientes propiedades:

(i) (u(m), pu(w)) € (W U {m}) x (M U {w});

(ii) m = p(w) si y solamente si w = p(m).

Diremos que un emparejamiento p es blogueado por un par de individuos si existe (m,w) € M xW
tal que m y w prefieren estar juntos a mantenerse emparejados, respectivamente, con p(m) y p(w).
Un emparejamiento p es bloqueado por un individuo si existe z € M U W que prefiere estar solo a
mantenerse emparejado con p(z).

Un emparejamiento p es individualmente racional si no puede ser bloqueado por ningin indi-
viduo. Ademsds, diremos que u es estable si es individualmente racional y no puede ser bloqueado

por ningin par de individuos.
Nuestro objetivo es caracterizar el conjunto de emparejamientos estables.
Teorema 1 (Gale y Shapley (1962))

El conjunto de emparejamientos estables es diferente de vacio. Ademds, siempre se puede obtener

un emparejamiento estable siguiendo el algoritmo de aceptacion diferida.

Nos referiremos a un emparejamiento estable como M -dptimo si ningtn individuo en M prefiere el
resultado de otro emparejamiento estable. Analogamente, un emparejamiento estable es W -dptimo

si ningun individuo en W prefiere el resultado de otro emparejamiento estable.

Teorema 2 (Gale and Shapley (1962))
Suponga que se utiliza el algoritmo de aceptacion diferida. Si los individuos en M hacen las prop-
uestas, entonces el emparejamiento M-éptimo es implementado. Andlogamente, el emparejamiento

W -éptimo es implementado cuando los individuos en W hacen las propuestas.



Demostracion. Diremos que una mujer w € W es alcanzable por un hombre m € M si existe un
emparejamiento estable u tal que pu(m) = w.! Sea juys el emparejamiento estable alcanzado por el
algoritmo de aceptaciéon diferida cuando los hombres hacen las propuestas.

Suponga que al inicio de la etapa k > 0 del algoritmo que implementa iy, ningin hombre ha
sido rechazado por una mujer alcanzable.

Asuma que una mujer w rechaza a un hombre m durante la etapa k del algoritmo de aceptacién
diferida. Si ella prefiere estar sola a emparejarse con él, entonces cualquier emparejamiento que los
junte serd individualmente irracional, lo cual implica que w no es alcanzable por m. Alternativa-
mente, suponga que w rechaza a m para aceptar o mantener (temporalmente) la propuesta de un
hombre m’. Si hubiera un emparejamiento p tal que p(m) = w, entonces el par (m’, w) bloquearfa
a p. Efectivamente, w prefiere a m’ por sobre m, pues lo rechazo para aceptar o mantener la oferta
de m’ en el algoritmo de aceptacién diferida, mientras que m’ prefiere a w por sobre p(m'), pues
por hipétesis todas las mujeres que él considera mejores que w no son alcanzables.

Por lo tanto, el algoritmo que implementa py; asegura que cada hombre es emparejado con la
mujer alcanzable mejor rankeada. Esto es, pps es M-6ptimo. Argumentos anilogos, cambiando los
papeles de M y W, demuestran que el emparejamiento uy alcanzado por el algoritmo de aceptacion

diferida cuando las mujeres hacen las propuestas es W-6éptimo. O

El siguiente exemplo muestra que el resultado del proceso de emparejamiento alcanzado por el
mecanismo de aceptacion diferida depende del lado del mercado que hace las propuestas. Por lo

tanto, los emparejamientos M-éptimos y W-6ptimos no necesariamente coinciden.

Ejemplo 1

Si M = {my, ma, ms,my}, W = {wy,ws,ws} y las preferencias son dadas por

R(mi1) R(ms) R(ms) R(ma) R(wi) R(ws) R(ws)

w1 ws Wo w1 meo may mq
w3 w1 mg3 W2 my ma My
w2 W2 w1 w3 my m3 ma
my ma2 w3 my w1 my ms

ms3 w2 w3

Entonces, los emparejamientos éptimos viene dados por

,uM(ml) = w1, ,UM(mz) = ws, MM(m3) = ms, MM(m4) = wa;

MW(m1) = ws, ,uw(m2) = w1, Mw(m:s) =msg, MW(m4) = ws.

Ipor conveniencia, nos referiremos a los individuos en M como hombres y a los individuos em W como mujeres.



Diremos que un conjunto de individuos A C M U W considera el emparejamiento u tan bueno

cuanto u' si para cada a € A tal que p(a) # p'(a) tenemos que p(a)R(a)u' (a). Notacion: p >4 p'.

Teorema 3 (Knuth (1976))

Si oy i son emparejamientos estables, u =y ' si y solo si p' =w p.

Demostracion. Sean p y p' dos emparejamientos estables diferentes tales que p =ps p'. Si g’ no es
tan bueno cuanto p para W, entonces existe w € W tal que p(w)R(w)p' (w). Por lo tanto, p/ puede

ser bloqueado por el par de individuos (u(w),w), lo cual contradice su estabilidad. .

Corolario
El emparejamiento M-éptimo (resp., W-dptimo) junta a cada individuo en W (resp., M) con la

alternativa menos aceptable entre aquellas que pueden ser implementadas de forma estable.

Un emparejamiento p esté en el nicleo del mercado bilateral si no existe una coalicién de indi-
viduos en M UW que pueden bloquearlo, i.e., emparejarse entre si y generar una asignacién Pareto

superior para la coalicién.

Teorema 4 (Roth and Sotomayor (1990))

El niicleo del mercado bilateral uno-a-uno coincide con el conjunto de emparejamientos estables.

Demostracion. Si pu estd en el nicleo entonces tiene que ser estable, pues caso contrario seria
bloqueable por una coalicién compuesta por uno o por dos individuos. Reciprocamente, sea p un
emparejamiento estable y asuma que no estd en el niicleo. Entonces, existe una coalicion A C MUW
(compuesta por hombres y mujeres) y un emparejamiento p’' : A — A tal que: (i) para algin z € A,
W (z) # u(z); (ii) para cada z € A, u(z) # p'(2) = 1/ (2)R(2)p(z). Como p es estable, no puede ser
bloqueado por ningtin individuo en A. Luego, existe al menos una mujer w € A tal que p/(w) € M
y 1 (w) # p(w). Pero esto implica que p es bloqueado por el par de individuos (¢ (w),w), lo cual

contradice su estabilidad. (|
Algunos resultados adicionales sobre la estructura del conjunto de emparejamientos estables:

Teorema 5 (Gale and Sotomayor (1985))

En un emparejamiento estable el conjunto de individuos que quedan solos es siempre el mismo.

Demostracion. Fije emparejamientos estables py p'. Sea M, el conjunto de hombres que prefiere
p a . Definiciones andlogas se aplican para los simbolos M/, W, y W,.. Entonces, si m € M,
tenemos que p(m)R(m)p'(m). Luego, w := p(m) debe cumplir p/(w)R(w)p(w), pues caso contrario
el par (m, w) podria bloquear a . Concluimos que p(M,,) € W,,/. De forma andloga, como w € W,/
asegura que p'(w)R(w)p(w), m := p'(w) debe cumplir p(m)R(m)u'(m) pues caso contrario el par
(m,w) podria bloquear a p. Concluimos que /(W) € M,,. Por lo tanto, como p y p/ son funciones

inyectivas, concluimos que p(M,) =W, y @' (W) = M,.



Ahora, suponga que existe m € M tal que p/(m) = m y p(m) # m. Entonces, la estabilidad de
p asegura que p(m)R(m)m. Por lo tanto, m € M,. Como u'(W,) = M,, concluimos que existe

w € W tal que p/(w) = m, una contradiccién. O

Teorema 6 (Gale and Sotomayor (1985))
Cuando un nuevo individuo m (respectivamente, un nuevo individuo w) entra al mercado, ningin

agente en W (respectivamente, M ) estd peor si se implementa pps 0 pyy .

El siguiente resultado, conocido como el Segundo Teorema de Optimalidad, muestra que no existe
ninglin emparejamiento (estable o no) en el cual cada individuo en un grupo pueda estar mejor que

en su matching éptimo.

Teorema 7 (Roth (1982), Gale and Sotomayor (1985))
Para los individuos en M (resp., en W), el emparejamiento ppr (resp., pw) es débilmente Pareto

optimo en el conjunto de emparejamientos individualmente racionales.

Demostracion. Haremos la demostraciéon para ;. Sea p es un emparejamiento individualmente
racional tal que p(m)R(m)up(m) para todo m € M. Entonces, p debe emparejar a cada hombre
con una mujer que lo rechazé durante el proceso de aceptacién diferida. Por lo tanto, la racionalidad
individual de p asegura que las mujeres en u(M) C W estdn emparejadas en pps. Luego, todos los
hombres estan emparejados en 7, lo cual implica que la Gltima mujer a aceptar una propuesta no

rechazé a nadie. Una contradiccién. O

El siguiente ejemplo muestra que el emparejamiento estable M-6ptimo puede ser Pareto dominado
por un emparejamiento individualmente racional, el cual obviamente serd inestable a consecuencia

del Teorema 2.

Ejemplo 2
Suponga que M = {m,ma,m3} y W = {wy, ws, ws}.

Si las preferencias individuales son dadas por

R(mi1) R(ms2) R(ms) R(wi;) R(ws2) R(ws)

wWo w1 w1 m1 ms my
w1 Wa wa mo mi ma
w3 ws ws ms mo ms
mi meo ms w1 w2 w3
entonces pup = pw = [(m1,w1), (M2, ws), (ms,w2)]. Note que u = [(m1,ws), (M2, ws), (Mg, w1)]

domina en el sentido de Pareto a pp; desde el punto de vista de los hombres. Verifique que p es

individualmente racional e inestable, pues puede ser bloqueado por el par (mg,w;). O



El siguiente ejemplo muestra que el emparejamiento M-6ptimo puede ser estrictamente Pareto

dominado por un emparejamiento individualmente irracional.

Ejemplo 3
Suponga que M = {my,ma} y W = {wy,wa}.

Si las preferencias individuales son dadas por

w1 w1 w1 mi
w2 w2 mi ma
mq ma m2 w2

entonces iy = pw = [(m,ws), (Mg, ms), (wi,wr)]. Ademds, desde el punto de vista de los hom-
bres, p = [(m1,w1), (M2, ws)] domina estrictamente en el sentido de Pareto a pps. Note que p es

individualmente irracional pues w; preferiria estar sola a emparejarse con m;. O

Concluiremos esta seccién con algunos resultados sobre el comportamiento estratégico de los
individuos al verse enfrentados a un planificador, el cual busca implementar un mecanismo de
emparejamiento centralizado luego de recibir informacién de los individuos sobre sus preferencias.

Asuma que en un mercado bilateral uno-a-uno caracterizado por (M, W, (R(2)).emuw ), los in-
dividuos informan preferencias R’ = (R/(z)).cpmuw a un planificador central que implementa un
emparejamiento ®(R’). Si para todo R’ el emparejamiento ®(R’) es estable, diremos que P es un

mecanismo de emparejamiento centralizado estable.?

Teorema 8 (Roth (1982))
No eziste ningin mecanismo de emparejamiento centralizado estable en el cual reportar las ver-

daderas preferencias sea una estratégia dominante para cada individuo.

Demostracion. Es suficiente probar que existe un mercado bilateral donde no hay mecanismos de
emparejamiento centralizado estables donde reportar las verdaderas preferencias sea una estratégia
dominante. Suponga que M = {mqy,mo}, W = {w1, w2} y que las preferencias vienen dadas por
w; R(m;)w; R(m;)m,; y mjR(w;)m; R(w;)w;, donde ¢ # j. Entonces, los tnicos emparejamientos
estables son p = [(mq,w1), (Me,ws)] y ' = [(M1,ws2), (M2, w1)]. Note que los hombres prefieren p
a p' y las mujeres u’ a p.

Por lo tanto, si ® es un mecanismo de emparejamiento centralizado estable, entonces ®(R) €
{1, p'}. Note que, caso ®(R) = py MU{w1 } estén reportando sus verdaderas preferencias, ws tiene
incentivos a reportar preferencias mj R’ (ws)wa R’ (wa)ms. Efectivamente, el inico emparejamiento

estable del mercado bilateral (M, W, R(m1), R(ms), R(w1), R’ (w2)) es i/, el cual mejora la situacién

2 Asumiremos que el emparejamiento p(R’) estd bien definido para cualquier reporte de preferencias (estrictas) R'.



de wy con respecto a p. Alternativamente, cuando ®(R) = p/ y WU{m; } estdn reportando sus ver-
daderas preferencias, mso tiene incentivos a reportar preferencias weR'(ms2)maR'(me)w;. Efectiva-
mente, el inico emparejamiento estable del mercado bilateral (M, W, R(mq), R’ (mz2), R(w1), R(w2))
es i, el cual mejora la situacién de my con respecto a p'.

Concluimos que cuando el mecanismo centralizado estable es dado por ® reportar las verdaderas

preferencias no es una estratégia dominante. O

En el ejemplo que demuestra el Teorema 8, las mujeres tienen incentivos a manipular sus pref-
erencias cuando el mecanismo centralizado implementa el emparejamiento M-6ptimo, mientras que
son los hombres los que manipulan informacién cuando el mecanismo centralizado implementa el

emparejamiento W 6ptimo. Esto puede ser explicado por el siguiente resultado.

Dado un mercado bilateral uno-a-uno (M, W, (R(z)).cpmuw) y S € {M, W}, diremos que un
mecanismo centralizado estable ® es compatible con incentivos para los individuos en S si no existe
ningiin conjunto S’ C S que tenga incentivos a reportar preferencias falsas dado que los otros indi-

viduos estan reportando sus verdaderas preferencias.

Teorema 9 (Dubins and Freedman (1981))
Dado un mercado bilateral uno-a-uno (M, W, (R(2)).emuw) y S € {M, W}, todo mecanismo cen-

tralizado estable ® tal que ®(R) = pg es compatible con incentivos para los individuos en S.

La demostracion de este resultado usard la siguiente propiedad:

Proposicion.
Dado un emparejamiento i, sea M’ el conjunto de hombres que prefiere u a ppr. Entonces, existe

un par (m,w) € (M \ M') x W que bloguea al emparejamiento .

Demostracion del Teorema 9. Nos enfocaremos en el caso S = M, pues el otro es andlogo. Suponga
que ® no es compatible con incentivos para los hombres. Entonces, existe un conjunto M’ C M
que tiene incentivos a reportar preferencias falsas (R'(m))menr cuando los otros individuos estédn
reportando las verdaderas preferencias, con el objetivo de implementar un emparejamiento estable
p del mercado (M, W, (R'(2))zem’, (R(2))ze(m\mryuw )-

Por la Proposicién anterior, va a existir un par (m,w) € (M \ M’) x W que bloquea a y en
(M, W, (R(2))2emuw. Como m y w estédn reportando sus verdaderas preferencias, concluimos que
(m,w) también bloquea a p en (M, W, (R'(2)).em, (R(2)).e(a\mryuw ), lo cual contradice la esta-
bilidad de p. (|
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